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Resumen.

Con base en las Teortas de los Conceptos Nucleares y de los Conceptos Threshold, se
pretende, con este articulo, presentar los resultados obtenidos sobre la estructura cogniti-
va, referida a la nocion de Probabilidad, de alumnos de 9° (14-15 arios) y 12°(17-18 arios)
curso de escolaridad, en Portugal. En cuanto a la metodologia empleada, en primer lugar
fueron encuestados 344 alumnos y en un segundo momento 325. Los datos recogidos,
de las Redes Asociativas Pathfinder (PFNET), permitieron identificar los conceptos que
asumen un mayor relieve, su correspondiente organizacion y un conjunto de indicadores
cuantitativos relevantes a la luz de la Teoria de los Conceptos Nucleares. Los resultados
muestran que esta teoria constituye una destacada herramienta diddctica para la orga-
nizacion de la prdctica docente y un referente pedagogico importante en el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la Probabilidad.

Palabras-clave: Probabilidad, Teoria de los Conceptos Nucleares, Representacion del
Conocimiento, Redes Asociativas Pathfinder.

Abstract.

Based on the Theories of Nuclear Concepts and Threshold Concepts, this article aims
at present the results of the cognitive structure of Portuguese students in years 9 (14-15
year-olds) and 12 (17-18 year-olds), concerning the notion of Probability. Methodologi-
cally, in a first moment, 344 students were inquired and, in a second moment, 325. The
Pathfinder Associative Networks (PFNETS) thus obtained led to the identification of the
most relevant concepts in the students conceptual framework, their respective organization
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and a set of quantitative indicators relevant to the Theory of Nuclear Concepts. The results
show that this theory is useful tools to organize the teaching practice and a valuable and
effective pedagogical framework, which should be taken into account in the teaching and
learning processes of Probability.

Keywords: Probability, Theory of Nuclear Concepts, Knowledge Representation, Path-
finder Associative Networks.
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1. INTRODUCCION

La determinacién y la comprension
de cémo se organizan los conceptos aso-
ciados a un determinado contenido ha
desempefiado siempre un papel impor-
tante en la Diddctica de las Matemadticas
y, en las tltimas décadas, se ha asumido
como un tema de investigacion relevan-
te entre los investigadores educativos. A
pesar de los recientes e importantes pro-
gresos sobre la forma en que la mente
humana funciona y se estructura, todavia
hay aspectos que constituyen un enigma.
Sin embargo, hay una amplia aceptacién
de que la informacion se almacena en la
memoria de una persona ajustindose a
una cierta disposicion de las ideas, y, en
el contexto del aprendizaje de ciertos te-
mas especificos de matematicas, hay una
organizacion cognitiva de conceptos, no-
ciones y ejemplos.

En diversos paises, las nuevas pro-
puestas curriculares han asumido la in-
clusién y el reconocimiento de la im-
portancia del tema de la probabilidad
matemdtica desde los primeros afios de
escolaridad.

Este tema constituye un topico ma-
temdtico muy interesante, practico y pe-
culiar, sustentado por los diferentes en-
foques epistemoldgicos que tratan sobre
su aprendizaje. De acuerdo con Azcdrate
(1996) supone la ruptura de la l6gica di-
cotomica del si/ no, verdadero / falso, del
modelo determinista, introduciendo a los
estudiantes en una forma de pensar dife-
rente, al admitir la existencia, ademas de
estas dos ultimas posibilidades, de todo
un rango en el que prevalecen la incerti-
dumbre y el azar.

Para su abordaje pedagdgico-didacti-
co, Batanero (2005) enumera los elemen-
tos del significado de la probabilidad que
son considerados relevantes - el campo de
problemas del que emerge el objeto ma-
temdtico, los elementos lingiiisticos, los
procedimientos y algoritmos, las defini-
ciones y propiedades de los objetos, y sus
relaciones con otros objetos matemdticos
y los argumentos y las demostraciones
de propiedades. En paralelo, Gal (2005)
reflexiona sobre lo que se entiende por
alfabetizacion probabilistica y sostiene
que esta denominacion sugiere, mds alld
de las creencias, las actitudes, los habitos
de la mente y una perspectiva critica, una
amplia gama de conocimientos objetivos
y ciertas habilidades formales e infor-
males. Este planteamiento sugiere cinco
aspectos importantes que deben tenerse
en cuenta en su ensefianza - las grandes
ideas, descubrir probabilidades, el len-
guaje, el contexto y las preguntas criticas.

Con este trabajo, y después de la se-
leccién de términos / conceptos / ejem-
plos, encontramos que durante el proceso
de aprendizaje del concepto de probabili-
dad, hay conceptos que por su relevancia,
al tener multiples relaciones, pueden ser
clasificados como Conceptos Nucleares.
Sin embargo podemos comprobar que
los estudiantes lo largo de su escolari-
dad, mantienen un reducido nimero de
conceptos nucleares en sus representa-
ciones de la estructura cognitiva sobre la
Probabilidad, asi como la persistencia de
algunas relaciones que se establecen con
otros términos y que se mantienen en el
tiempo, no aumentando la complejidad de
estas representaciones.
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2. MARCO TEORICO

2.1. La Teoria de los Conceptos Nu-
cleares

La Teorfa de los Conceptos Nucleares
(TCN), desarrollada en 2002, por Casas
y Luengo afirma que, a medida que los
estudiantes progresan en su escolaridad,
el conocimiento sobre determinado tema
se estructura de una forma cada vez mas
simple y en torno a un conjunto limitado
de conceptos relevantes - Conceptos Nu-
cleares (CN) - que, sin embargo, no son
necesariamente los mds generales o mds
abstractos (Casas, 2002; Casas y Luengo,
2003, 2004 y 2005), pudiendo, incluso,
ser términos mds concretos, como los
ejemplos utilizados por el profesor en el
contexto del aula.

También esta teoria, como otras, tiene
elementos distintivos que la caracterizan
y que son la “Organizacion geogrdfi-
ca del Conocimiento” 'y las nociones de
“Concepto nuclear” y de “Caminos de
minimo coste” (Casas, 2002; Antunes,
2010; Carvalho, 2011; Luengo et al,
2011;. Catarreira, 2013; Luengo, 2013;
Almeida, 2014). Esta teorfa emplea como
soporte metodoldgico, las Redes Asocia-
tivas Pathfinder (PFNET) (Schvaneveldt,
1985, 1988), basadas en la Teorfa de Gra-
fos. Estas representaciones graficas se ba-
san en un conjunto de caracteristicas co-
munes y estdn compuestas por nodos que
establecen entre si distintas relaciones en-
tre si, expresadas a través de aristas, y que
describen la mayor o menor proximidad
entre los conceptos.

Con aplicaciones en dreas tan diver-
sas como las Matemadticas, Contabilidad,
Informdtica, Ingenieria Telemdtica, Eva-
luacién del Aprendizaje, el Andlisis del

16

Cesdrio Almeida, Luis Casas Garcia,
Ricardo Luengo Gonzdlez

conocimiento, o la Fisica, entre otras,
(Kudikyala y Vaughn, 2005; Arias, 2008;
Clariana et al., 2009; Sarwar, 2012; Al-
meida, 2011; Carvalho, 2011; Grosssche-
dl y Harms, 2013), las PENET tienen
como caracteristica distintiva la manera
en la que se presentan los resultados fina-
les. Constituyen una forma de represen-
tacion organizada en el plano - las redes
- que permiten, con relativa comodidad,
identificar los conceptos mds / menos im-
portantes o destacados, para, ademds de
tener una representacion grafica, disponer
de un conjunto de indices (consistencia,
similaridad y complejidad) y otros indi-
cadores cuantitativos, que soportan and-
lisis comparativos y otros mds refinados,
entre las redes (Casas y Luengo, 2005;
Antunes, 2010; Carvalho, 2011; Almei-
da, 2011; Almeida, casas y Luengo, 2013;
Catarreira 2013).

Adoptando como marco tedrico la
Teoria de los Conceptos Nucleares, y las
Redes Asociativas Pathfinder, obtuvimos
la representacién de la estructura cogni-
tiva e identificamos los Conceptos Nu-
cleares, “nodos polares” (NP) y “nodos
extremidad” (NE), de los alumnos de 9°y
12° afio en relacién con la nocién de pro-
babilidad y, a partir de éstos elementos,
hemos tratado de comprender la manera
en la que estos grupos de estudiantes a
organizar sus ideas en torno a la proba-
bilidad.

2.2. El concepto de probabilidad y
su didactica.

El objeto matemdtico de este estu-
dio - la Probabilidad - en la actualidad
constituye un contenido y un componente
esencial en la formacién de los jévenes
y su importancia es reconocida en todos
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los curriculos; de la misma manera tienen
también mucha importancia los resulta-
dos de las investigaciones diddcticas.

El término Probabilidad se utiliza fre-
cuentemente, de un modo mds o menos
intuitivo, en las mas variadas situaciones
del dia a dfa, que presentan “una carac-
teristica comiin, que es el hecho de no ser
capaz de predecir, con exactitud y de an-
temano, el resultado de una situacion de
incertidumbre”. (Graga Martins y Ponte,
2010)

Durante el desarrollo formal del con-
cepto de probabilidad, le fueron siendo
atribuidos diferentes significados, justifi-
cados por la necesidad de resolver situa-
ciones prdcticas en diferentes periodos de
la historia y del progreso de otros campos
de la Matematica, en los cuales la proba-
bilidad encontré los elementos imprescin-
dibles de un formalismo axiomdtico nece-
sario para la construccion de un modelo
matematico.

Histéricamente, la vision mads cldsica,
o de Laplace, dominé durante un largo pe-
riodo de tiempo la ensefianza de la Teoria
de la Probabilidad. Mas tarde, con la im-
plementacion de la Matemdtica Moderna,
surgié una introduccion mds formal y
axiomdtica de esta drea de la Matemati-
ca. Sin embargo, con el creciente interés
y concienciacién de la aplicacion de este
concepto a muchas y diferentes dreas del
saber, se produjo una inclusién del con-
cepto de probabilidad como [imite de la
frecuencia relativa de un suceso, en una
serie de experiencias.

Sin embargo, hay experiencias alea-
torias que, por su especificidad, nunca, o
dificilmente se repetirdn. En estas situa-
ciones es conveniente interpretar la pro-
babilidad con subjetividad y verla como
una manifestacion del grado de creencia,

0 conviccion, que cada persona atribuye
a la ocurrencia de los acontecimientos,
basada en la experiencia y la informa-
cion anteriores. A proposito de esta con-
cepcidn, Fernandes (1999) cataloga esta
interpretacién como ‘“‘personalista”, ya
que segun él, los dos enfoques anteriores
- cldsico y frecuencista - consideran pro-
piedades del mundo real, mientras que, en
el enfoque subjetivista, las probabilidades
son evaluaciones personales de situacio-
nes aleatorias, inherentes al individuo.

Los diferentes conceptos de probabi-
lidad referidos, evidencian la compleja
naturaleza de este concepto matematico:
Batanero, Henry e Parzysz (2005) sugie-
ren que el abordaje pedagégico de esta
nocion no se puede limitar a una unica
perspectiva, de tal modo que los alum-
nos, para alcanzar un nivel adecuado de
comprension de la Probabilidad, deben
ser capaces de relacionar los enfoques
cldsico, frecuencista, subjetivista y axio-
madtico.

La investigacion diddctica sobre la
Teoria de la Probabilidad, en las ultimas
dos décadas, ha sido muy fructifera. En
el dmbito del curriculo las investigacio-
nes apuntan que, a pesar de comprobar
explicitamente el cumplimiento, en estos
textos, de algunas recomendaciones sefia-
ladas por la Diddctica de la Probabilidad,
todavia persisten evidencias que sugieren
la necesidad de una revisién de los pro-
gramas, y de los temas de Estadistica y
Probabilidad. (Batanero, 2004, 2005,
2005 Gal, caldera 2009, Milldn, 2013).

La relevancia de los recursos materia-
les en el proceso de Ensefianza-Aprendi-
zaje de la Probabilidad también ha atraido
la atencion de la comunidad cientifica. La
investigacion realizada ha demostrado
que el uso de programas informadticos
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especificos ha facilitado la adquisicién
de diferentes conceptos probabilisticos y
un mejor rendimiento de los estudiantes,
como complemento de la evidencia sobre
la utilidad del trabajo colaborativo para
mejorar sus conocimientos (Azcdrate y
aserrada, 2006; Mercado , 2013, Alexan-
der y Bueno, 2013).

La importancia del papel del docente
en el contexto educativo / probabilistico
también ha sido estudiado. Por lo tanto,
las concepciones y puntos de vista de
los profesores sobre la probabilidad se
ha averiguado que son diversas, insufi-
cientes, y a veces erréneas, por lo que
es urgente organizar cursos dentro de un
marco conceptual, como parte de los pro-
gramas oficiales de formacién del profe-
sorado (Azcdrate, 1996; Batanero, Diaz
Godino y Roa, 2004; Pratt, 2005; Batane-
ro, 2009; Batanero et al, 2009; Mannan,
2012; Anasagasti y berciana, 2013; Diaz
Godino, 2013).

Los estudios sobre el aprendizaje de
la probabilidad, por parte de los alumnos,
también se han multiplicado. Las concep-
ciones, los significados, las metodologfas,
las diferentes representaciones, concep-
tos y su organizacion, las dificultades de
aprendizaje, los procedimientos y el len-
guaje, han sido objeto de investigacidn
con los estudiantes. Las conclusiones
apuntan a la existencia de conflictos, y
sefialan la dificultad que esta temdtica tie-
ne para los estudiantes (Batanero y Diaz,
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2007; Lopes, 201, 2013; Almeida, Casas
y Luengo 2013).

3. ASPECTOS METODOLOGICOS
DE LA INVESTIGACION

El objetivo general de esta investiga-
cion consistié en comprender la organiza-
cion conceptual de los estudiantes de 9°
(14-15 arios) y 12¢ (17-18 aros) afios de
escolaridad sobre la nocion de probabili-
dad, basdndonos en el marco tedrico de
la Teoria de Conceptos Nucleares” .

Para lograr este propdsito, se utilizé
una metodologia de cuestionario para
recopilar los datos, aunque éste presen-
ta caracteristicas diferentes de los cues-
tionarios habituales, ya que sustituye el
cuestionario en papel por una herramien-
ta informdtica - Goluca - lo cual nos ha
permitido formular preguntas, recoger los
datos y presentar algunos resultados, ya
que otros fueron tratados con el software
especifico para el andlisis de datos (SPSS
20 y Excel 2007).

El programa informdtico Goluca, de-
sarrollado por Godinho, Luengo y Casas
(Godinho, 2007; Casas, Godinho y Luen-
go, 2011), sistematiza, en el mismo soft-
ware tres procedimientos esenciales de
las redes PENET: 1) Permite establecer
relaciones entre los términos (A); 2) Re-
presenta la estructura cognitiva (B), y; 3)
Permite el andlisis de la representacion de
la estructura (C).
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Tabelas I Ajuda
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Figura I. Establecimiento de la relacion entre los términos, (B) Representacion de
las redes PFNET y (C) Analisis de las redes PFNET.

Se opt6 por un disefio de investigacion
descriptivo con caracteristicas transversa-
les, apoyado por el hecho de que los datos
se obtienen a partir de una prueba, que
se pasa a diferentes grupos de alumnos,
condicionada por un corte en el tiempo.
Desde este enfoque, el disefio de la inves-
tigacidn se hizo en tres fases secuenciales
y funcionalmente dependientes:

1.* FASE - Definicion de términos,
conceptos, nociones y ejemplos que se
utilizardn en la preparacién de las Re-
des Asociativas Pathfinder. La seleccion
de estos elementos fue una etapa funda-
mental en nuestro estudio. Se encuestaron
veintidds profesores, se analizaron seis li-
bros de texto de 9° afio de escolaridad y
los programas de Matematica en los nive-
les de Primaria y Secundaria y se tuvieron
en cuenta articulos que clasificaran y con-
textualizaran los elementos de significa-
do (Batanero , 2005), y la alfabetizacion
probabilistica (Gal, 2005), con el fin de
corroborar la relevancia de los términos
identificados.

2.2 FASE - Encuesta, a través de Go-
luca, en un primer momento, de los estu-
diantes de 9 °y 12 © afio de escolaridad.
Las respuestas dadas por los alumnos se
tomaron a través de un ordenador y, por
esta razon, la prueba se llevo a cabo en
las aulas de informadtica de los centros,
mediante el programa Goluca en enero
y febrero de 2013. Se determinaron es-
tas fechas, ya que este tema se impartia
en el primero periodo del afio académi-
co 2012/13 (septiembre-noviembre de
2012), tanto en 9° aflo como en el 12° afio.

3.2 FASE - Encuesta, en un segundo
momento, de los alumnos de 9 °y 12 °
afio de escolaridad. Esta fase tuvo como
objetivo analizar la sedimentacion de las
estructuras cognitivas de los estudiantes
obtenidos en la fase anterior y se desarro-
116 en los meses de mayo y junio de 2013.

Los términos seleccionados, un total
de once, fueron, teniendo en cuenta su
mayor o menor generalidad, los que se
muestran en la Figura I1.
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Probabilidad

Azar, Experiencia * Conceptos
aleatorfa y suceso Generales

Casos posibles y favorables,
Ley de los Grandes Niimeros,

Ley (o regla) de Laplace, i COl’lceptOS
Cociente, Técnicas de s,
recuento de casos y MatemaUCOS
Valor Numérico

Lanzamiento de
monedas

g * Ejemplo

Figura II. Jerarquia de los conceptos/términos/nociones/ejemplos asociados a la Pro-
babilidad.

Definidos los términos / conceptos / mos estudiantes, en dos momentos di-
ejemplos que se utilizardn para la cons- ferentes — 1.° Momento y 2.° Momento
truccion de las redes PFNET, se decidio (Figura III).

realizar la recogida de datos con los mis-

Ensenanza/Aprendizaje P,
? Realizacion de los
del concepto de o o )
Probabilidad tant 1° momento de 2° momento de exdmenes de
N o © recogida de datos recogida de datos Matemiticas de 9°
en el 9° como en 12° curs
el 12° curso. y curso
Septiembre de 2012 Enero de 2013 Mayo de 2013 .
a noviembre de 2012 a febrero de 2013 a junio de 2013 Junio de 2013 liemp’o

Aproximadamente,
mediaron 3 meses entre
el 1°y el 2° momento
de la recogida de datos

Figura III. Organizacion, en términos temporales del 1° y 2° momentos de recogida
de datos, en 9° y 12° aiio.
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El 1° momento de la recogida de datos
fue planificado para llevarlo a cabo des-
pués de la imparticién del tema de la Pro-
babilidad y en €l se pretendia obtener las
primeras representaciones de la estructura
cognitiva de los estudiantes, a través de
las redes asociativas Pathfinder, sobre
este concepto.

El 2° Momento de obtencién de in-
formacion tuvo como objetivo indagar
acerca de la consolidacién y evolucién

de las representaciones de la estructura
cognitiva para el caso de la Probabilidad.
También se pretendia analizar la sedi-
mentacion de estos conocimientos y la
estabilidad temporal de las concepciones
cognitivas de los estudiantes.

La distribucion de los estudiantes en-
cuestados, en los dos momentos de la re-
cogida de datos, se hizo segun el afio de
escolaridad y el Género, como se mues-
tra en la Tabla I:

1° MOMENTO 2° MOMENTO
Género/afio 9° ANO 12° ANO TOTAL 9° ANO 12° ANO TOTAL
Masculino 116 43 159 105 46 151
Femenino 134 51 185 121 53 174
Total 250 94 344 226 99 325

Tabla I — Distribucion de los alumnos de la Muestra, en los momentos 1.° y 2.°, de
acuerdo con el Aiio de Escolaridad y con el Género.

Para establecer las rela-
ciones entre los términos, se procedié a
preguntar a los alumnos sobre las relacio-
nes que ellos consideraban que existian,
entre los términos previamente definidos.
Se pidié a los diferentes sujetos que, en
su opinién, indicasen la mayor (o me-
nor) proximidad entre los pares de con-
ceptos que, sucesivamente, les aparecian
en pantalla, durante la ejecucion del test
en el programa Goluca, en nimero de

-1 11x10
Ccy="0" =" =55 Cuanto mayor (o

menor) fuera el peso asignado mayor (o
menor) seria la proximidad entre los con-
ceptos / términos.

A través de este procedimiento, y para
cada estudiante, se generé una matriz
(Tabla II), que refleja numéricamente la
relacion entre los términos considerados
y que es la base cuantitativa para la repre-
sentacion de la estructura cognitiva del
alumno, a través de las PFNET.

TCC | EA |CPCF| Pro | Quo [ LMD | Acon | VN | LL | Aca
Técnicas de
recuento de casos
(TCC)
Experimento 0,216
Aleatorio
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TCC | EA |CPCF| Pro | Quo | LMD | Acon | VN | LL | Aca

Casos Posibles y | 0,506 | 0,848
casos favorables
(CPCE)

Probabilidad (Pro) | 0,558 | 0913 | 0,923
Cociente (Quo) | 0,535 | 0,126 | 0,535 | 0,535
Lanzamientode | 0,545 | 0,565 | 0,952 | 0,935 | 0,148
Acontecimiento | 0,181 | 0,906 | 0939 | 0,881 | 0,252 [ 0510

(Acon)
Valor Numérico | 0,532 | 0,548 | 0497 | 0,116 | 0,835 | 0,500 | 0,177
(VN)
Ley (oregla)de | 0,194 10929 | 0,526 | 0,558 | 0,506 | 0,187 | 0,197 [ 0,168
Laplace

Azar (Aca) 0,926 10,568 | 0,868 | 0,490 | 0,168 | 0,935 | 0542 | 0,126 | 0,116

Ley de los 0,219 10,129 | 0,165 | 0,506 | 0,503 | 0,184 | 0,148 | 0,487 | 0,145 | 0,226
Grandes

Tabla II — Matriz de proximidad de un alumno de 9° afio sobre el concepto de
Probabilidad, obtenida con el software Goluca.

A partir de esta matriz se construye la respectiva Red Asociativa Pathfinder (Figura IV).

| Lei (ou regra) de Laplace |

~a 7
— N\
Experiéncia Aleatéria [ Lei dos Grandes Niimeros
~~ N
N /
£ N\
Probabilidade
\_

| Langamiento de moedas/daos |

/V‘\* AO —

| Técnicas de contagem de casos |

| Casos Possiveis e Casos favordveis |
7

Figura IV: Red PFNET de un alumno de 9° afio de escolaridad.
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Las redes PFNET asi obtenidas ofre-
cen muchos datos visuales (Conceptos
Nucleares, Nodos extremidad, nodos po-
lares, relaciones entre conceptos, grupos
de conceptos homogéneos, distancias,...)
que, ademds, se complementan con indi-
cadores cuantitativos, como la coheren-
cia, la similaridad entre las redes, Indice
de Complejidad de la red, el indice de
centralidad de red, entre otros, y también
la informacién dada por las propias matri-
ces numéricas.

Interpretaremos “Concepto nuclear”
como el concepto que tiene tres o mds
enlaces; el nimero de estos enlaces es el
grado del nodo nuclear y por el hecho de
tener muchos enlaces es relevante en la
representacion de la estructura cogniti-
va para el aprendizaje de un determinado
contenido. Interpretaremos como “nodo
extremidad”, el concepto que, en la Red
Asociativa Pathfinder, presenta un solo
enlace y, en consecuencia, todavia no estd
debidamente incorporado en la estructura
cognitiva de los alumnos. También tene-
mos que definir “nodo polar” como el que
tiene exactamente dos conexiones (Casas,
2002; Casas y Luengo, 2003, 2004, 2005).

La coherencia de una red (Schvane-
veldt, 1988) permite evaluar el conoci-
miento del tema tratado y presenta un va-
lor que varfa en el intervalo [-1,1] (Casas
y Luengo, 2004; Antunes, 2012; Catarrei-
ra, 2013 Almeida, 2014) .

El indice de similaridad de dos redes
se calcula a partir del andlisis de los en-
laces totales existentes en ambas redes y
de los enlaces comunes a dichas redes y
varia en el intervalo [0,1] (Casas, 2002)

El Indice de Complejidad de una red
(ICR), desarrollado por Casas (2002), es

un indicador numérico para evaluar cuan-
titativamente la complejidad de las dife-
rentes redes PENET y también proporcio-
na un valor que oscila entre 0 y 1. Cuanto
mayor es su valor, mayor es la comple-
jidad de la red. Este indice depende del
producto de tres factores: la densidad de
la red (D), el factor de nodos nucleares
(N) y el factor de grado de los nodos nu-
cleares (FN).

La centralidad de grado de una red es
una medida para evaluar el tipo de estruc-
tura cognitiva y también varia entre 0 y
1 (Clariana, 2011, 2013; Almeida, 2014).

4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Son muy pocos los fenémenos que
pueden ser comprendidos a través del es-
tudio de una sola variable independiente
(factor). En consecuencia, es conveniente
estudiar el efecto no sélo de un de factor,
sino también, la posible interaccion - o
relacién - existente entre variables inde-
pendientes, en otras palabras, la posible
influencia que cada factor puede tener so-
bre la respuesta de la variable dependien-
te para el otro factor.

El tratamiento estadistico utilizado
para este andlisis ha sido el Andlisis de
Varianza Two-Way (o de dos factores)
no paramétrico (ya que las variables no
presentan comportamientos de acuerdo
con la distribucion normal) de los diver-
sos indicadores cuantitativos de las Redes
Asociativas Pathfinder, de acuerdo con
el siguiente esquema, y en base a las va-
riables independientes Género y Afio de
Escolaridad:
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Indicadores de las Redes PENET Indicadores de las Redes PENET
obtenidas en el 1° Momento obtenidas en el 2° Momento
de recogida de datos de recogida de datos

Interaccion Interdccion
P Afo de . Afo de
Geénero escolaridad Geénero escolaridad
A A
Interaccion
9°M1 ¢ 12°M?2
. Afo de
Nner .
Geénero escolaridad

Figura V: Esquema del Anifialisis de Varianza Two-Way 8o de dos factores).

Nodos Nodos Conceptos

Variables Extremidad Polares Nucleares Densidad | Coherencia ICR

Fuente F Sig. | F Sig. |F Sig. | F Sig. | F Sig. |F Sig.
Modelo corregido | 1,798,147 | 2,564 055 | ,127 944 | 888 448 | 10,8 ,000 | 115 951
Interseccion 817,5 ,000 | 8743 ,000 | 937 ,000 | 1048 ,000 1 997,8 ,000 | 8759 ,000
Género 1,086 298 | 1,604 206 | ,015 904 | 001 972 | 1,006 317 | ,156

Afio de Escolaridad | 4,097 044 | 6,143 0,14 | ,351 554 12,011,157 | 30,6 ,000 025 875

Género * Afio de

Escolaridad 033960 111 740 | ,048 827 [ 410 523 | ,012 911 ,307 - .580

Tabla III — ANOVA Two-Way, para las variables nimero de nodos extremidad,
nodos polares y Conceptos Nucleares, Densidad, Coherencia e ICR como los factores
fijos Género y Afio de Escolaridad, 1. Momento (N=344).
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En cuanto a la variable dependiente
“Nudmero de nodos extremidad”, en re-
lacion al factor Afio de escolaridad (Sig.
= 0,044<0,05) es estadisticamente sig-
nificativa entre los alumnos del 9° y del
12° cursos. La misma conclusion se ob-
tiene también para el “nimero de nodos
polares” (Sig. = 0,014<0,05). Por ultimo,
el “ndmero de Conceptos Nucleares” es

independiente de Género y “Afio de Es-
colaridad”. Para los indicadores estructu-
rales, encontramos que sélo la coherencia
de las redes PFNET para la variable Afio
de escolaridad es discriminatoria (Sig. =
0,000<0,05).

Para el 2° Momento de la recogida de
datos, el ANOVA de dos vias produce los
siguientes resultados:

. Nodos Nodos Conceptos . .
Variables Extremidad Polares Nucleares Densidad | Coherencia ICR

Fuente F Sig. |F Sig. | F Sig. | F Sig. |F Sig. | F Sig.

Modelocorregido | 385,764 | 933 425 | 480 ,696 | 1416 764 | 8710 764 | 894 444

Interseccion 821,6  ,000 [945,1 ,000 | 800,5 ,000 [ 960,3 ,000 | 1041,3 ,000 | 766,4 000

Género 003 955 | 477 490 | 437 509 | ,593 955 523 955 | 618 432

Aflo de Escolaridad | 1,145,285 12,032,155 | 0,88 ,767 915 285 | 18,301 285 | ,059 ,808
Género * Afio de

Escolaridad 000 996 | 068 794 | 401 527 | 1,378 241 | 3,884 049 | 968 326

Tabla IV — ANOVA Two-Way, para las variables Niimero de “nodos extremidad”,
“nodos polares” y “Conceptos Nucleares”, Densidad, Coherencia e ICR frente a los
factores fijos Género y “Aiio de Escolaridad”, 2. Momento (N=325).

Las variables independientes Género
y Afio de Escolaridad no son discrimina-
torias respecto al nimero nodos extremi-
dad, polares, Conceptos Nucleares, densi-
dad e indice de complejidad de las redes.
En cuanto a la coherencia de la PENET se
observa que tanto el Afio de Escolaridad
(Sig. = 0,000<0,05) como la interaccién

entre Género frente a Afio de Escolaridad
(Sig. = 0,049<0,05) tiene influencia en el
comportamiento de este indicador.

Para tener una lectura mas transversal
presentamos el andlisis de los estudiantes
encuestados en el 9° afio (1° Momento) y
12° afio (2° Momento) de recogida de da-
tos en la Tabla V:
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. Nodos Nodos Conceptos . .
Variables Extremidad Polares Nucleares Densidad | Coherencia ICR

Fuente F Sig. |F Sig. | F Sig. | F Sig. |F Sig. | F Sig.

Modelo corregido | 1,330,265 | 1,963 119 | 269 848 Al6 742 | 8265 ,000 | ,055 983

Interseccion 888,8 ,000 1904,3 1,000 | 903,5 ,000 | 1031,1 ,000 | 993,9 ,000 | 849,5 000

Género 230,632 | ,070 791 | ,004 950 009 923 002 964 | 001 982

Afio de Escolaridad | 2,918 ,088 | 4,764 030 | ,798 372 J187 376 | 22,176,000 | ,137 712
Género * Afio de

Escolaridad 294 588 | 485 487 | 0001 973 264,608 1421 234 | 033 857

Tabla V — ANOVA Two-Way, para las variables “Numero de nodos extremidad”,
“Nodos Polares” y “Conceptos Nucleares”, Densidad, Coherencia e ICR frente a los
factores fijos Género y Aiio de Escolaridad, en el 9° afio (1. Momento) y 12° afio (2°

Momento) (N=349).

Constatamos que el tnico factor que
influye en las variables dependientes “Nu-
mero de Nodos polares” (Sig.=0,03<0,05)
y “Coherencia” (Sig.=0,00<0,05) es el
“Afo de Escolaridad”. El valor medio
del nimero de nodos polares es menor en
el 9° aflo (3,44) que en el 12° afio (3,82).
Una conclusion similar se puede llegar en
relacion con la coherencia de las PENET,
ya que el valor medio de este indicador en
el 9° afio (0,121) es menor que el de 12°
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ano (0,263). Podemos también concluir
que el “Indice de complejidad (ICR)”
se mantiene estadisticamente semejante,
tanto a lo largo del afio de escolaridad
(Sig.= 0,712<0,05), como en cuanto al
género (Sig.= 0,982<0,05) y a su posible
interaccién (Sig.= 0,857<0,05).

Las Redes Medias PFNET para los
dos aflos de escolaridad y en los dos mo-
mentos mencionados se presentan en las
Figuras VI 'y VII:
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Figura VI — Redes Medias PFNET del 9° afio en los dos momentos de recogida de

datos.
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Lei (ou regra) de Laplace |
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/ ~
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Acaso

fl Experiéncia Aleatdria |¢
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Red Media PENET 12.° afio M1
ICR =1,06
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Figura VII — Redes Medias PFNET del 12° afio en los dos momentos de recogida
de datos.

28



Una aplicacion de la Teoria de los Conceptos Nucleares al estudio de la estructura cognitiva de
los estudiantes de 9°y 12° aiios de escolaridad de Portugal sobre el concepto de probabilidad

En cuanto a la tipologia de los con-

ceptos la Tabla VI muestra los conceptos

presentes en estas Redes Medias.

9° afio M1 9° afio M2 12° afio M1 12° afio M2
Azar Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad
Suceso Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad
Casos posibles y | Nodo extremidad Nodo Polar Nodo Polar Concepto Nuclear
favorables
Experimento Nodo extremidad Nodo Polar Nodo Polar Nodo Polar
aleatorio
Lanzamiento Concepto Nuclear | Nodo extremidad Nodo Polar Nodo Polar
dados/monedas
Ley (o regla) de Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad
Laplace
Ley de los Nodo Polar Nodo Polar Nodo extremidad | Nodo extremidad
Grandes Nuimeros
Probabilidad Concepto Nuclear | Concepto Nuclear | Concepto Nuclear | Concepto Nuclear
Cociente Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad
Técnicas de Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad | Nodo extremidad
recuento de datos
Valor numérico Nodo Polar Nodo Polar Nodo extremidad | Nodo extremidad

Tabla VI — Tipologia de conceptos en las Redes Medias en los dos momentos de
recogida de datos y para los dos aiios de escolaridad.

Parece evidente que el afio de esco-
laridad mds constante en cuanto a la ti-
pologia de términos / ideas / ejemplos es
el 12° afio, ya que de los once conceptos
considerados sélo se cambia de tipo del
1°al 2° momento (“casos posibles y fa-
vorables™), lo cual es demostrativo de una
mayor consolidacion de la estructura cog-
nitiva de este grupo de estudiantes.

En cuanto a los estudiantes mds jo-
venes, ocho de los conceptos conservan
su tipologia y tres varian en su tipologia
(“Experimento Aleatorio”, “Casos po-

sibles y favorables ““ y “Lanzamiento de

dados/monedas ).

Una lectura mds transversal, compa-
rando la tipologia de los conceptos del
1° momento de recogida de datos en el
9° afo, con 2° momento de recogida de
datos, en el 12° afio de escolaridad cons-
tatamos que:

e Los conceptos ‘“Azar”, “suceso”,
“Ley (o regla) de Laplace”, “Cocien-
te” y “Técnicas de recuento de datos”
se mantienen, en estos afos escolares,
como “Nodos Extremidad”, es decir,
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que no estdn adecuadamente consoli-

dados en la estructura cognitiva.

e Lanocion de “probabilidad” es el uni-
co concepto que se mantiene, en estos
mismos afios y momentos, como Con-
cepto Nuclear, es decir, que asume
relevancia en la estructura cognitiva.

e El concepto “Experimento Aleatorio”,
que inicialmente era un “Nodo Extre-
midad”, pasa a ser un “Nodo Polar”.

e Tanto el concepto “valor numérico”,
como la “Ley de los Grandes Nu-
meros” disminuyen su importancia
cognitiva al pasar de “Nodo Polar” a
“Nodo Extremidad”.

e La importancia del ejemplo “Lan-
zamiento de dados/monedas” se ve
disminuida al pasar de Concepto Nu-
clear” (9° afio- 1° Momento) a “Nodo
Extremidad” (12° afio-2. ° Momento).

e Al contrario, la importancia cognitiva
de “Casos Posibles y favorables” se
incrementa, al pasar de “Nodo Extre-
midad”, en 9° afio-1° Momento), a
“Concepto Nuclear” en el 12° afio- 2°
Momento).

En general, estos resultados nos per-
miten constatar que hay conceptos que
se mantienen en el tiempo poco conso-
lidados en la estructura cognitiva de los
alumnos, en lo que se refiere a esta te-
mdtica matemadtica especifica (“Azar” y
“suceso”) y a las cuestiones relacionadas
con los procedimientos y algoritmos pro-
babilisticos (“Ley (o regla) de Laplace”,
“ Técnicas de recuento de datos “y “Co-
ciente”). Hubo un aumento, de 9° a 12°
afio, de la importancia cognitiva de “Ca-
sos posibles y favorables”, aspecto que
parece estar asociado con el uso / dificul-
tad del cdlculo combinatorio para deter-
minar estas cantidades.
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Ademds de ello, y como ya pudimos
observar en los datos presentados en la
Tabla V anterior, mientras los estudian-
tes avanzan en su aprendizaje, el indice
de complejidad de las redes PFNET se
mantiene con valores estadisticamente
semejantes.

5. CONCLUSIONES

Durante este estudio, y en los dos mo-
mentos de recogida de datos, se obtuvie-
ron un total de 669 representaciones de
las estructuras cognitivas de los estudian-
tes (1° Momento 344 y 2° Momento 325),
a través de las Redes Asociativas Pathfin-
der en torno al concepto de probabilidad.

A partir de las Redes Medias PENET
obtenidas en los dos momentos de reco-
gida de datos, se puede observar que, en
el grupo de los estudiantes mds jévenes,
emerge un Concepto Nuclear -’Proba-
bilidad”-, alrededor del que orbitan los
términos “‘suceso”, “lanzamiento de da-
dos/ monedas”, “Experimento aleatorio”,
“Ley de los Grandes Nimeros” y “Casos
posibles y favorables”, *“ todos ellos aso-
ciados al lenguaje especifico de este tema
matematico. El ejemplo “Lanzamiento de
dados/monedas” pierde importancia, pa-
sando de Concepto Nuclear, del 1° Mo-
mento, a “Nodo Extremidad”, en el 2°
Momento de la recogida de datos. Cons-
tatamos la existencia de una “cola” for-
mada por la “Ley de los Grandes Nume-
ros “, “ Valor numérico “y “ Cociente”.
Diametralmente opuestos como “Nodos
Extremidad” en esta disposicidn, “Azar”
y “ Cociente”, constituyendo estos ulti-
mos los conceptos menos consolidado en
la estructura cognitiva de los estudiantes
en torno a la probabilidad. Es curioso ob-
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servar que, en 9° afio la débil relacion que
existe entre la probabilidad y sus aspectos
medibles, dados por “Cociente “y “Valor
numérico” .

También los términos “Azar” y *“ Co-
ciente “ estdn muy separados, en Redes
Medias PFNET de los alumnos del 12°
afio de Escolaridad y en los dos momen-
tos de la recogida de datos. Sus Redes se
centran mucho en el concepto Nuclear
de “Probabilidad”, a pesar de que, en el
2° Momento de la recogida de datos, el
término “Casos posibles y favorables”
aumenta su relevancia en estas represen-
taciones de las estructuras cognitivas. Por
esta razon pasa a Concepto Nuclear, as-
pecto que, a nuestro juicio, tiene que ver
con el reconocimiento de la importancia
de que los alumnos atribuyen a la utili-
zacién del Cdlculo Combinatorio para
determinar estas cantidades. En este nivel
de enseflanza es recurrente encontrar la
existencia de una “cola”, ahora formado
por “lanzamiento de dados/ monedas”,
“Experimento aleatorio” y “Azar”, que
parece natural, ya que tenemos un ejem-
plo de un experimento aleatorio y , por
lo tanto , estd relacionado con el azar. La
imprevisibilidad asociada a este tema ma-
temadtico, se expresa a través del término
“Azar” del “Experimento aleatorio”, que
no aparecen muy préximos a “Probabili-
dad”.

A pesar del aumento en el grado de di-
ficultad de los contenidos probabilisticos
desde el 9° afio al 12° afio, no hay diferen-
cias estadisticamente significativas en el
indice de complejidad de las redes, tanto
en los afios de escolaridad como en los
dos momentos de toma de datos, lo que

demuestra numéricamente la inexistencia
de un aumento de la complejidad de las
redes PFNET. Este hecho evidencia que
en el afio escolar en el que los estudiantes
profundizan en el tema de la Probabilidad
la respectiva estructura cognitiva no se
hace mds compleja, privilegiando las re-
laciones existentes / consolidadas en afios
escolares anteriores.

A pesar de que no conocemos estudios
de aplicacién especifica de esta Teorfa al
caso de las Probabilidades, sin embar-
go, algunas de estas conclusiones estdn
patentes en investigaciones aplicadas a
otros temas matemdticos. Podemos en-
contrar, en Casas (2002), Antunes (2011)
y Catarreira (2013), la constatacion de
la existencia de un nimero reducido de
Conceptos Nucleares presentes en la es-
tructura cognitiva y en lo que los estu-
diantes centran sus conocimientos. En las
investigaciones de estos mismos autores,
también se seflala que no hubo aumento
del Indice de complejidad de las PENET,
asi como la existencia de enlaces que se
mantienen a lo largo del tiempo y la cons-
tatacion de la relevancia de la Metodolo-
gfa de las Redes PFNET en el proceso de
ensefianza- aprendizaje.

Al posibilitar la identificacién de los
conceptos mds significativos y las relacio-
nes mds relevantes en la estructura cogni-
tiva de los alumnos, estamos convencidos
de que la Teoria de los Conceptos Nuclea-
res constituye una buena herramienta di-
ddctica para la organizacién de la practica
docente y un marco pedagdgico rico y
fecundo, que debe ser tenido en conside-
racién en la Enseflanza y el Aprendizaje
de la Probabilidad.
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