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RESUMEN

Se trata de dos posibles aplicaciones “curiosas” de la semejanza e igualdad de
triangulos: la duplicacion del cubo y la triseccion del angulo.

Se plantea el tema desde dos puntos de vista: En primer lugar. tratamos de lla-
mar la atencion sobre la importancia del trabajo manipulativo en matematicas,
utilizando herramientas que no son las cldsicas regla y compds. Tras una breve
reflexion historica, se ofrecen soluciones manipulativas, mediante instrumentos
que pueden ser facilmente construidos por los alumnos.

En segundo lugar, tratamos de llamar la atencion sobre unos problemas de geo-
metria que, en los iltimos afios, han sido un tanto relegados al olvido. No sélo tie-
nen interés para los alumnos, sino que pueden ser muy sugerentes para los
profesores aunque sélo sea a titulo de curiosidad histdrica.

SUMMARY

TWO CURIOUS APPLICATIONS OF THE SIMILARITY
AND EQUALITY OF TRIANGLES: DUPLICATION OF THE CUBE
AND TRISECTION OF THE ANGLE

This article treats two possible curious applications of similarity and equiality of
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triangles: duplication of the cube and trisection of the angle.

The topic is approached from two points of view. In the first place we aim to draw
attention to the importance of manipulative work in mathematics, using instru-
ments other than the classic ruler and compass. After a brief historical reflection,
manipulative solutions are suggested, by means of instruments which can easily be
constructed by the pupils.

Secondly we draw attention to some geometrical problems which in recent years
have been somewhat relegated to oblivion. They are not only interesting for the
pupils but can also be thought provoking for the teacher even if only from the point
of view of historic curiosity.

INTRODUCCION

La ensefianza de la Geometria ha venido siendo relegada en los ultimos
afios a un lugar casi olvidado en la practica educativa dentro del aula de
Matemadticas, mientras que han cobrado mayor importancia cuestiones tales
como el calculo numérico o el algebra.

Los temas de Geometria, casi siempre al final de los manuales escolares en

la E.G.B,, s6lo se tratan como de pasada y de una manera un tanto super-
ficial.

No se suele llegar mucho mas alla de ciertas cuestiones de semejanza, la
mayoria de las veces alejadas de los intereses del alumno y del calculo de

areas y volumenes, normalmente reducido al aprendizaje de las férmu-
las.

La Historia, por contra, nos muestra el enorme interés que, desde su
comienzo tuvo la Geometria y su ensefianza en el desarrollo de las Matema-
ticas. Hace mas de 2.000 aiios, los griegos destacaron ante todo en esta mate-
ria, donde alcanzaron logros importantes y comparativamente dificiles de
superar, mientras que, sin embargo, su aritmética no alcanzé grandes altu-
ras. {Ddnde ha ido su vieja y noble Geometria? ;Qué se hizo de la maxima
“Nadie entre aqui que no sepa Geometria™.

Con su “marginacion”, se estan perdiendo valores dignos de ser tenidos en
cuenta: su enorme riqueza en conceptos que estan dentro de nuestras estruc-
turas mentales mas profundas: ejes de referencia en el espacio, nocidn de
semejanza,.. y sus posibilidades en la ensefianza, pues son la parte de las
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Matematicas donde mas temprana y ficilmente se puede introducir al
alumno en el camino de la representacijon grafica y de la demostracion.

{Cudles pueden haber sido las causas? Quiza, entre otras, hace algunos
afnos un excesivo tratamiento algebraico, y un abuso de las estructuras con-
juntistas, que llevaron a estudiar la Geometria alejada de la manipulacion de
figuras reales, en el plano o en el espacio.

Si no queremos perder la cantidad ingente de recursos formativos que nos
ofrece, hagamos Geometria con nuestros alumnos, pero de modo que les sea
atractiva, y asentando conocimientos de forma sélida, siguiendo el camino
que nos muestra la Historia: la experimentacion y la construccion de un edi-
ficio cada vez mads solido y complejo.

Podriamos tomar en cuenta las siguientes consideraciones que estimamos
importantes para su ensefianza:

I) Las Matematicas, y en particular la Geometria, han de tener un sentido
hidico, y no sélo en las edades de la Educaciéon General Basica. El juego es
un privilegio del que podemos gozar, y las Mateméticas son para las perso-
nas que disfrutamos con ellas, en el fondo, un juego.

Las Matematicas tienen entre nosotros una estimacion social grande, por-
que son eminentemente practicas, pero (no s6lo eso?. ;{Qué eran para los grie-
gos sus figuras, sus demostraciones, sus teoremas geométricos? Un juego del
espiritu, de la inteligencia. Los romanos, mas practicos, fueron grandes inge-
nieros, grandes constructores, pero las Matematicas no avanzaron con ellos
COMO con sus maestros.

2) La formalizacion de la Geometria griega, que llevo a cabo Euclides no
fue sino el final del proceso, nunca el principio. Se consiguié después de
siglos de descubrimientos, pero también de ensayos y errores.

Hagamos que nuestros alumnos disfruten con la Geometria, no les prive-
mos del placer de descubrir, no les demos ya todos los resultados acabados,
dejémosles que investiguen, que descubran, que “jueguen”.

3) La adquisicion de los conceptos geométricos y matemadticos en general,
es un proceso constructivo. Los conceptos han de irse elaborando con pasos
pequeiios, pero firmes, y 1a mejor forma de hacerlo es que sea del propio
alumno el que vaya construyendo su propio conocimiento. Nuestra labor
debe dirigirse a ayudar al alumno en ese proceso, no a darles resultados
ya hechos.

Es necesaria la manipulacion, la medicion, la representacion de figuras:
medirlas, palparlas, recortarlas, construir cuerpos geométricos... A medida
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que vaya creciendo su conocimiento, necesitard cada vez menos de los apo-
yos materiales, pero en una primera fase no debe prescindir de ellos. Sélo de
esta manera se alcanza un aprendizaje eficaz.

En esta linea, la utilizacion de materiales varios es, mds que una alterna-
tiva, una necesidad: a los clasicos regla y compas no dudemos en ariadir
todos los materiales que puedan ser utilizados como recurso, y de la misma
manera que pretendemos que los alumnos construyan su pensamiento,
hagamos que construyan sus herramientas, los aparatos que necesitan.

La linea metodoldgica en que ha trabajado el grupo Beta de Did4ctica de
las Matematicas, reflejada en sus publicaciones, camina en la linea que veni-
mos apuntando en los parrafos anteriores, y este articulo, a 1a vez que una
propuesta de trabajo, quieren ser una pequeiia reflexién que nos sirva a la
hora de nuestro diario trabajo con los alumnos.

Los problemas que presentamos, probablemente no tengan gran aplica-
cion préctica, en el sentido que le damos a esta expresion en la vida diaria,
pero abordan, al igual que otros autores, dos cuestiones cldsicas en la historia
de las Matemiticas, y pueden ser un excelente pretexto para un trabajo inte-
resante con nuestros alumnos.

LA DUPLICACION DEL CUBO Y
LA TRISECCION DEL ANGULO

Hay dos problemas cldsicos en Geometria que a lo largo de los siglos han
llamado la atencion no sélo de eminentes matematicos, sino también de
otras personas, que sin grandes conocimientos, se han lanzado a resolverlos,
dada su aparente sencillez. Este es, en principio, su mayor atractivo: tan sélo
se necesita una regla y un compas.

El primer problema, de la duplicacion del cubo, planteado de forma senci-
lla, consiste en hallar la arista de un cubo cuyo volumen sea el doble de otro
dado, utilizando, como antes hemos dicho, unicamente la regla y el com-
pés.

Histdricamente, el problema se conoce con el nombre del “problema de
Delos”, ya que se cuenta que el oraculo de Delos mandé a los atenienses que
duplicaran el altar cibico del templo. Cuando, diligentemente, se dispusie-
ron a hacerlo, duplicaron todas las medidas, no consiguiendo con ello, evi-
dentemente, el propodsito deseado.
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Por lo que respecta al segundo problema, el de la triseccién del 4ngulo, de
todos es conocido que se trata de una construccién geométrica sencilla, estu-
diada en la E.G.B., la divisi6n de un 4ngulo en dos partes iguales utilizando
regla y compds. Pero, cuando se intenta una construccién semejante para
dividir el d4ngulo en tres partes, resulta imposible.

Estos problemas son efectivamente de resolver con regla y compas. La
demostracion de esta imposibilidad requiere un aparato matematico avan-
zado, pero, por el momento, bastara con que lo aceptemos asi. Ya hemos
tenido en la historia demasiados visionarios duplicadores de cubos y trisec-
tores de dngulos como para que sigamos metidos en ello.

Entonces, ies que algo tan sencillo en apariencia no puede hacerse? Pues
no... y si. Unicamente no puede hacerse exclusivamente con regla y com-
pas.

LA DUPLICACION DEL CUBO

Este problema, aparte de por otros miiltiples aspectos, entre los que cabria
destacar el trabajo con nimeros irracionales, es interesante, pues su solucion
se basa en la semejanza de triér;gulos rectangulos, constituyendo una
curiosa y quizd poco conocida aplicacion de ésta.

La duplicacién del cubo puede resolverse recurriendo a un aparato, utili-
zado por los griegos (figura 1-a), y cuya descripcidn y referencia historica
aparece en el libro de Courant y Robbins (1.979) que mencionamos en la
Bibliografia.

Tras exponer el método griego, presentaremos una solucién ideada por
nosotros y que, por su facilidad, creemos que estd mas al alcance de los
alumnos.

a) El método de los griegos

Consideremos (Figura 1-a) un angulo recto rigido MZN y una cruz movi-
ble en dngulo recto B, XW, PQ. Dos varillas adicionales RS y TU pueden des-
lizarse perpendicularmente a los lados del 4ngulo rcto MZN.

Enla cruz se eligen dos puntos fijos E y G, de tal forma que GB = ayBE =
f tengan longitudes prefijadas. Situando la cruz de modo que los puntos E y
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G estén sobre NZ y MZ respectivamente, y deslizando las varillas TU y RS,
podemos llevar el aparato entero a una posicién en que tengamos el rectan-
gulo ADEZ, por cuyos vértices A,D,E, pasan los brazos BW, BQ, BV de la
cruz. Tal disposicion es siempre posible si f > a.

FIGURA l-a

La esencia del funcionamiento de este aparato consiste en que se han for-
mado tres tridngulos semejantes entre si, que son los determinados por los
puntos BGA, BAD y BDE, como pasamos a ver.
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Todos los 4ngulos (¥ son iguales por ser correspondientes en los tridngulos
BGA y BDE, y por tener sus lados perpendiculares al (¥ del tercer trian-
gulo BAD.

Es evidente que con los éngulos [y ocurre algo similar, con lo cual queda
demostrada la semejanza de los tres triangulos BGA, BAD y BDE.

Asi podemos escribir la siguiente proporcionalidad entre sus lados:

a X y
x y T
Si, ademads, hacemos que sea f = 2a en el aparato, tendremos:
a X y
x 'y  2a
De a _ x obtenemos:
x Yy

x2 = a * y y por tanto

Mx3=as*y=x
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De X obtenemos:

2a

2 -
X
2a2 = y * x de donde:

(ID2a3=asy=*x

Igualando las expresiones (I) y (II) tenemos que:
x3 = 2a3

y por tanto, x es la arista de un cubo cuyo volumen es doble del cubo de arista
“a”. Tenemos asi resuelto el problema de la duplicacion del cubo.

b) Un método simple

Si queremos simular en clase este procedimiento, no es preciso utilizar el
aparato, sino que podemos recurrir al uso como herramienta de dos simples
hojas de papel, recurso que nos parece mas al alcance de nuestros alum-
nos.

Pasamos a descrifbir nuestro método:

Trazamos dos rectas perpendiculares Hy V. A partir del punto de intersec-
cion O de las dos rectas, y hacia la izquierda, marcamos sobre la recta H la

distancia “a”, medida de la arista del cubo que queremos duplicar y, hacia
arriba, sobre la recta V, la distancia “2a”.

Tomando una hoja de acetato o papel algo transparente, que representa-
mos por el rectingulo- ABCD, la colocamos de forma que cumpla las dos
condiciones siguientes:

1.°) Que su vértice B quede sobre la linea H, a la derecha de O.
2.°) Que su borde AB corte a la recta V en el punto 2a (Ver figura 2-a).

En estas condiciones, es claro que la hoja ABCD puede moverse siempre
que siga cumpliéndolas.
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FIGURA2-a

Tomamos a continuacion una segunda hoja A'B'C’D’ y la disponemos de
forma que su borde B’C’ quede alineado con el BC de la hoja anterior,
pudiéndose desplazar a lo largo de él.

Haremos los movimientos necesarios para conseguir que, respetando
todas las condiciones anteriores, el vértice B’ quede sobre la linea V, por

debajo de O, ala vez que el borde A'B’ corte a la recta H en el punto “a” (Ver
figura 2-b). :
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FIGURA 2-b

La posicion en que se cumplen todas las condiciones anteriores es tinica, y
en ella se han formado tres tridngulos semejantes: OaB’, OBB’ y OB2a.

La demostracién de la semejanza de estos tridngulos es analoga a la que
antes hicimos para el aparato griego, y en ellos se cumplen las mismas pro-
porciones, con lo que, de nuevo, tenemos x3 = 2a3,

En esta construccion, obtenida mediante nuestras hojas, pueden obser-
varse, ademas, algunas interesantes conclusiones:

1.° Podemos seguir dibujando tridngulos semejantes indefinidamente,
con sdlo ir trazando paralelas a las hipotenusas de los tridngulos. Por ejem-
plo, desde el punto 2a, trazariamos una paralela a BB, y a partir del punto de
corte de esta paralela con H, trazariamos otra paralela a A‘B’.
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Obtendriamos asi una figura en espiral en la que, al conservarse la razén
de semejanza, el cateto mayor de cada nuevo triangulo seria la arista de un
cubo de volumen doble al construido tomando como arista el cateto ma-
yor.

2.°) Si al principio de la construccion, sobre la linea V, tomamos “3a” en
lugar de “2a”, obtendriamos la triplicacion del cubo. De la misma forma, si
tomdaramos “4a”, obtendriamos su cuadruplicacion, y asi sucesivamente, con
lo que podemos observar que se trata de un procedimiento general.

“_ 9

3.°) Si consideramos “a” como segmento unidad, “x” representaria la cons-
truccidon geométrica de la raiz cubica de 2, y teniendo en cuanta la conclusiéon
del punto 2.° anterior, podriamos asi construir los segmentos raiz cibica de 3,
raiz cibica de 4, etc.
Resulta interesante, por su sencillez, comprobar la validez de esta cons-
“w "

truccién tomando como datos de perdida “a” y “8a”, con lo que obtendria-
mos la construccidon de un segmento que es la raiz cubica de 8, es decir, 2.

Para una mayor profundizacidon en este tema, pueden consultarse los
libros que mencionamos en la Bibliografia. En particular, resultan muy inte-
resantes algunas otras soluciones de los griegos al problema de la duplica-
cion del cubo, que aparecen mencionadas en el volumen I de la enciclopedia
“Sigma, el mundo de las Matematicas”. Estas soluciones nos dan una idea de
lo avanzado de su Geometria, y tan solo indicamos dos de ellas.

1.°) Hallando la interseccion de la parabola y = x2 con la hipérbola y = 2a/
2
X
2.°) Hallando la interseccion en el espacio de tres cuerpos, que eran un

cilindro, un cono y el cuerpo de revolucion obtenido al girar un circulo alre-
dedor de una de sus tangentes.

LA TRISECCION DEL ANGULO

Posiblemente, si plantearamos el problema de dividir un angulo en tres
partes iguales, la primera intencion de muchas personas (adultas y forma-
das, no solo alumnos) seria trazar un arco con centro en el vértice del tridn-
gulo, para a continuacion trazar una cuerda en ese arco y dividir la cuerda en
tres partes iguales. Si nos molestamos en hacerlo, comprobaremos que la
solucion no es valida, pues los dngulos no son iguales.
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a) EL “HACHA INDIA”

Para resolver este problema existe otro aparato, llamado “hacha india”,
muy sencillo, que nos permite hacerlo.

A

FIGURA 3-a \_‘
: D

Consiste en una pieza de carton o acetato recortada de acuerdo con la
figura anterior, siendo PB perpendicular a AD, y AD dividido en tres partes
iguales AB = BC = CD. Sobre BD esti el semicirculo de centro C y radio CD
= BC.

Cuando se da un dngulo, si se coloca este “hacha” encima estando Q sobre
la recta PB y el semicirculo BD tangente a una recta del angulo, entonces los
puntos B y C seiialan la triseccion exacta del angulo.

i

Vi \ FIGURA 3-b
-~
Q / \
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La justificacion de su funcionamiento, consiste en que se forman, segtin se
puede observaren la figura 3 - ¢, tres dngulos rectangulos iguales, determina-
dos porlos puntos QAB, QBC y QCE, donde el punto E es el de tangencia de
la semirrecta P’ con el arco de centro C y radio CB = CD. Por ser E el punto
de tangencia, el segmento CE es perpendicular a la semirrecta P”. Obser-
vando el resto de la construccidn, se comprueba fiacilmente que, en efecto, los
tres tridngulos son rectangulos e iguales.

FIGURA 3-c

FIGURA 3-d
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La justificacion del procedimiento se basa en la igualdad de los tridngulos
QBA, QBC y QCE:

En efecto, el tridngulo QBA es igual al QBC:

1.9) Por ser recténgulos enB.

2.9 Por tener al lado QB comun.

3.°) Por ser AB = BC por construccion.

Del mismo modo, el tridngulo QBC es igual al QCE.

1.°) Por ser rectangulos en B y E, respectivamente.

2.°) Por tener QC comun.

3.9) Porser BC = CE por construccion, al ser radios de la semicircunferen-
cia BCDE. ‘

Si los triangulos rectdngulos son iguales, es evidente que el angulo  coin-
cide en los tres, con lo que hemos trisecado el dngulo inicial.

b) EL PROCEDIMIENTO DE ARQUIMEDES

{Cudntas veces hemos dicho a nuestros alumnos que estos problemas sim-
plemente no pueden resolverse? Pues ya vemos que si se puede. iClaro!, dira
alguno, jpero no estan hechos con regla y compas!. Pues tengamos cuidado
de explicar esto.

Bien, pues vamos a ver que, por lo menos el de la triseccién del 4ngulo, si
puede hacerse exclusivamente con regla y compas.

Ya estan apareciendo las sonrisas irénicas... mas locos trisectores de angu-
los... jAlto ahi!, que aqui hay truco... Y el truco estd en que, cuando decimos
“exclusivamente con regla y compéds”, nos estamos refiriendo a los usos clasi-
camente permitidos para la regla y el compds, esto es: la regla sélo puede
emplearse para trazar una linea recta entre dos puntos.

Se plantea aqui una cuestién acerca del uso, inadecuado a veces, que hace-
mos del lenguaje matematico, pues siendo éste un lenguaje que se caracteriza
ante todo por su rigor y precision, hacemos a veces afirmaciones que no son
ciertas estrictamente, y que transmitimos asi en nuestros alumnos.

Pasemos a analizar la soluciéon de Arquimedes y veamos como hemos de
cuidar la precisién de nuestro lenguaje.
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Si utilizamos la regla y el compds permitiendo tinicamente los usos a los
que antes haciamos referencia, el problema, efectivamente, no tiene solu-
cién, como ya estd demostrado. Pero ¢y si le damos otro uso a la regla? Segui-
mos usando exclusivamente regla y compas y el problema ahora si tiene

solucién. Muy antigua, pues pertenece nada menos que a Arquimedes, y
es ésta:

FIGURA 4-a

La construccion consiste en lo siguiente:
Sea “x” un dngulo arbitrario dado, como en la figura, con lados Om y On.

Prolonguemos el lado “On” hacia la izquierda y tracemos un semicirculo
con centro en O y radio arbitario. Sefialemos dos puntos A y B en el borde de
la regla, tales que AB = R. Manteniendo el punto B en la semicircunferencia,
deslicemos la regla haciendo que A coincida con la prolongacién del lado
“On” del 4ngulo “x”, mientras al borde de la regla pasa por la interseccién C
del lado “Om™” del angulo “x”, con la semicircunferencia de centro O. Con la
regla en esta disposicion, tracemos una recta, que forma un angulo “y” con la
prolongacién del lado “On” del angulo “x”.
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FIGURA 4-b

En esta construccion, podemos observar:
199w + w + (180 - y -x) = 180°
29z + w= 180°
39)y+y+ z=180°
De aqui deducimos:
*De 1o
2w — y — x = 0, de donde
2w = y + x, de donde:
w=(y + x)/2
*De 2.2
Si z + w = 180°, sustituyendo, tenemos que
z + (y + x)/2 = 180°
*De 3.0
Siy +y+ z = 180° y también
z + (y + x)/2 = 180° entonces
y+y+z=2z+(y+ x)/2,y por tanto
y +y = (y + 2)/2 de donde
2y + 2y = y + x, de donde se reduce que 3y = x, o lo que es lo
mismo, que
y=x/3
Tanto el hacha indica como el sistema de Arquimedes presentan el incon-

veniente de que son dificiles de usar para 4ngulos mayores de 90°, y aun mas
si son mayores de 180°.
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Este inconveniente se puede obviar ficilmente efectuando la triseccién, no
directamente del dngulo pedido “a” sino de uno auxiliar “b” elegido segiin
% __ 9

convenga, dependiendo del valor de “a”, y haciendo las correciones nece-
sarias.

Si tomamos b = 180 — a, entonces b/3 = 60 — a/3, con lo que

a/3 = 60 — b/3.

Si tomamos b = a — 180, entonces b/3 = a/3 — 60, con lo que
a/3 = b/3 + 60.

Si tomamos b = 360 — a, entonces b/3 = 120 — a/3, con lo que

a/3 = 120 — b/3.

Con lo que sélo habra que sumar o restar angulos de 60° ¢ 120°, faciles de
construir con regla y compas.

CONCLUSION

Hemos tratado en este articulo de presentar soluciones a unos problemas
clasicos de la Geometria que se prestan a su resolucién por procedi-
mientos manipulativos.

No debemos olvidar la importancia que, sobre todo en determinadas eda-
des, y como comentabamos en la introduccion del articulo, tiene la manipu-
lacidon para una correcta contruccién del conocimiento matematico.

Los problemas aqui presentados, consideramos que son interesantes por

su dimension historica, y creemos que pueden hacernos reflexionar acerca
de algunos aspectos de nuestra cotidiana practica educativa.
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